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多样本时间序列的 P�T 曲线
可靠性评估方法
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摘 � � � 要: 提出一种用于评估固体火箭发动机内弹道压强 � 时间曲线( P�T 曲线)的多样本时间序列方法.

该方法可以综合利用单条样本曲线数据内的纵向信息和多条样本曲线数据间的横向信息, 提高固体火箭发

动机内弹道性能曲线可靠性评估的精度.具体给出了等间距与非等间距情形下多样本 P�T 曲线模型参数的

极大似然估计方法以及当给定压强满足可靠性要求的上、下限时可靠度的点估计与区间估计计算公式. 文中

最后给出了一个具体实例.
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Abstract: A r eliability evaluation method fo r P�T curve based on multi�sample time series a�
nalysis is proposed. The method can synthesize longitudinal and transverse info rmat ion ex ist�
ing in performance cur ves, and evaluate the internal ballist ic reliability of solid ro cket eng ine

w ith high precision. The max imum likelihood est imat ions o f mult i�sample time series w ith

bo th equally and unequally spaced data are discussed in detail. Furthermore, the fo rmulas of

point est imat ion and confidence interval estimat ion are int roduced when upper and low er lim�
it s of P�T curve are assumed. An example is presented.
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� � 导弹的射程精度、卫星的入轨精度等都与火
箭发动机内弹道性能(推力、压力、冲量等)有很大

的关系,在导弹、卫星系统的总体设计中都对火箭

发动机内弹道性能提出了高精度和高可靠性的要

求.因此研究如何快速、经济、高精度地评估发动

机内弹道性能具有重要的意义 [ 1, 2] . 对固体火箭

发动机内弹道性能评估试验而言, 每次试验所得

到的数据量是很大的. 每一条样本曲线中包含了

不同时刻的内弹道数值,现行将其当作独立随机

变量求均值和方差的评估方法精度偏低,其原因

就在于没有把其工作历程当作一个随机过程来分

析, 也就没有充分地利用试验数据中的纵向信

息[ 3, 4] . 实际上,这种纵向信息存在于试验曲线不

同时刻所处状态的相互影响和相互联系之中, 表
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现在内弹道性能数值在不同时刻间是互相关联

的,它们是同一台发动机内弹道性能在不同时刻

的表现.传统方法将不同时刻下的试验数据进行

单独处理,未能准确描述内弹道曲线的模型规律,

造成了大量试验信息的浪费. 本文提出一种用于

评估固体火箭发动机内弹道性能曲线的新方法:

即从多样本时间序列的角度出发对其进行分析,

研究这个过程的规律并建立相应模型; 通过充分

利用试验数据包含的样本信息, 提高固体火箭发

动机内弹道性能可靠性评估的精度.

1 � 多样本 P�T 曲线分析方法

� � 设 p ( t j i ) , i= 1, 2,  , nj 是来自第 j ( j = 1, 2,

 , m)次试验的一组压强值, 且有 p ( tj i ) = �( tj )

+ �( tj i ) . �( t j )为第 j 条试验曲线的趋势项, �( tj i )

为随机项.当 p ( tj i )为平稳序列时, �( tj )= �. 对于

固定的某一时刻 t i , p ( tj i ) 反映了不同试验在该

时刻压强变化的随机特性,且由工程经验可知其

服从正态分布.

如对于任意的 t i
1和 t i

2 ( i 1 ! i2 且 i1 , i2 = 1, 2,

 , n j ; j= 1, 2,  , m)有:

 i1 =  i2 � � � ( i 1 , i 2 = 2, 3,  , n j ) (1)

式中  i1 = ti1 - ti1- 1 ,  i2= ti2 - ti2 - 1 .则 p ( tj i )为等间

距时间序列.当公式(1)不成立时, p ( tj i )则为非等

间距 P�T 序列[ 5]
.此时若对任意的  i

1
与 i

2
满足:

 i
1
= k i

2
� � � ( k ∀ N ) (2)

且至少存在一个 k使得 k#2成立, p ( tj i )为有缺失

观测的 P�T 序列,它是非等间距 P�T 序列的一种
特例.否则 p ( tj i )即为完全非等间距 P�T 序列.鉴

于实际中发动机内弹道性能曲线多表现为自回归

的形式,这里仅讨论 p ( tj i )为自回归序列的情况.

当采样为等间距时, 对于第 j 条试验曲线, P�
T 曲线序列满足:

p ( tj i ) - �- ∃
q

k= 1

!k [ p ( tj ( i- k) ) - �] = ∀j i (3)

E [∀j i
1
∀j i

2
] =

0 i1 ! i 2

#2∀ i 1 = i2
(4)

� � 在单条样本曲线观测数据量较大的情况下,

模型参数 �, != { !1 , !2 ,  , !q }
T
, #2∀的对数似然函

数由下式给出:

ln L ( �, !, #2∀) =

∃
m

j = 1
-

n j - q
2

ln(2∃#2∀) -
1
2#

2
∀
%

∃
n
j

i= q+ 1

p ( tj i ) - �- ∃
q

k= 1

!k ( p ( t j ( i- k) ) - �)
2

(5)

� � 在求解由上式导出的极大似然方程组得到模

型参数 �、!和 #2∀的估计值后,序列的自相关系数

%k ( k= 1, 2,  , q)与方差 #
2
� 可进一步根据如下诸

式求得:

( %1 , %2 ,  , %q )
T
= L

- 1
%%L % (6)

%k = !1%k- 1 + !2%k- 2 +  + !q%k- q

( k = q + 1, q+ 2,  ) (7)

#
2
� =

#2∀
1- !1%1 - !2%2 -  - !q%q

(8)

式中: L%% = ( l%%kl ) q% q (9)

L%= ( l%k ) q%1 (10)

l%%kl = !k- l + !k+ l � ( k, l = 1, 2,  , q) (11)

l%k = - !k � � ( k = 1, 2,  , q) (12)

其中:当 k- l< 0时,有 !k- l= 0;当 k+ l> q 时, 有

!k+ l= 0.

若 p ( t j i )为非等间距采样序列时, P�T 曲线
由如下模型进行描述 [ 5, 6]

:

p ( tj i ) - �-

∃
q

k = 1
!k (  j i ) [ p ( tj ( i- k) ) - �] = ∀( j i ) (13)

式中  j i= [  j i1 ,  j i 2 ,  ,  j iq ] T ,  j ik = tj i - tj ( i- k) ( k=

1, 2,  , q) . ∀(  j i )相互独立且服从 N [ 0, #
2
�&( ∋,

 j i ) ] ,其中 ∋= [ ∋1 , ∋2 ,  , ∋q ]
T且 ∋i !∋j ( i, j = 1,

2,  , q) . &( ∋,  j i )由下式给出:

&( ∋,  j i ) = 1 - 2 ∃
q

k= 1
!j k ( j i )%j ik +

∃
q

l, s= 1
!j l ( j i ) !j s ( j i ) %j i&| l- s| (14)

式中: i&= i- min( l , s) .当 ∋= [ ∋1 , ∋2 ] T且 ∋1 = ∋2

时, &( ∋,  j i )的形式由文献[ 7]给出.

自回归系数 !j = [ !j1 (  j i ) , !j2 (  j i ) ,  , !j q

( j i ) ]
T
可由 Yule�Walker 方程求解:

!j = Vj i
- 1%j i (15)

式中:

Vj i =

1 %j ( i- 1) 1  %j ( i- 1) ( q- 1)

%j ( i- 1) 1 1  %j ( i- 2) ( q- 2)

    

%j ( i- 1) ( q- 1) %j ( i- 2) ( q- 2)  1

(16)
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并且有 %j i = { %j i1 , %j i2 ,  , %j iq }
T
. 相关系数函数

%j uw为:

%j uw = ∃
q

i= 1
(ie∋i juw ∃

q

i = 1
(i (17)

其中:

(i = )i ∃
q

k= 1

)k

∋i + ∋k
(18)

)i = 1 ∋
q

k= 1
k! i

(∋i - ∋k ) (19)

� � 此时, p ( t j i )序列样本的对数极大似然函数由

下式给出:

ln L ( �, ∋, #2�) =

∃
m

j = 1

-
nj - q

2
ln( 2∃#2�) -

1
2 ∃

n
j

i = q+ 1

ln &( ∋,  j i )-

∃
n
j

i= q+ 1

p ( tj i ) - �- ∃
q

k= 1

!k (  j i ) ( p ( tj ( i- k) ) - �)
2

2#2�&( ∋,  j i )

(20)

2 � P�T 曲线可靠性评估方法
� � 如下给出当给定 P�T 曲线压强上限 p U与下

限 p L 时, P�T 曲线的可靠性评估方法.

2. 1 � 可靠度的点估计

� � 当 p ( t j i )~ N ( �, #
2
�)时, 求解由公式(5)或公

式(20)导出的似然方程组得到模型参数的估计值

后, p ( tj i )位于区间[ p L, p U ]的概率, 即可靠度的

估计值由下式计算:

R̂ = Pr{ p L ( p ( t j i ) ( p U } =

∗
p U - �̂

#̂�
- ∗

p L - �̂

#̂�

(21)

2. 2 � 可靠度的区间估计

� � 由于公式(21)中 �̂, #̂�均为模型参数 �, #�的估

计值,因此据此求得的 R̂ 为可靠度的点估计,而工

程实际中往往要求给出可靠度的区间估计.此时, R̂

的上下限估计RU , RL可由如下诸式计算.

首先,由正态母体在给定上限(下限)值的百

分率置信区间公式
[ 8, 9]

:

P U = ∗ ( uP
U ) (22)

P L = ∗ ( uP
L
) (23)

其中:

uPU =
p - �̂

#̂�
2m - 4
2m - 3

+

u+
1
m

+
( p - �̂) 2(2m - 4)

#̂2�w ( 2m- 3)
(24)

uP
L
=

p - �̂

#̂�

2m - 4
2m - 3

-

u+
1
m

+
( p - �̂) 2(2m - 4)

#̂2�w ( 2m- 3)
(25)

式中,当 P ( 0. 5 时 w = w 1 ; 当 P > 0. 5 时 w =

w 2 ,并且:

w 1 =

2 m + u+- 1. 64- 1

m + u+- 1. 64
(26)

w 2 =

2 m- 0. 24u+- 1- 1

m - 0. 24u+- 1

(27)

� � 区间[ p L , p U ]为百分率为 P 的置信度为 2+

- 1的置信区间.

当给定 p ( t j i )序列上限 p U和下限 p L时, 百分

率 F( p U)和 F ( p L )的置信度为 +的单侧置信上、

下限 P 1U , P1L和 P 2U , P2L满足:

Pr F ( p U ) - F( p L ) # P2 L - P1U # 2+- 1

(28)

Pr F ( p U ) - F( p L ) ( P2U - P 1L # 2+- 1

(29)

则 p ( t j i )位于区间[ p L , p U ]中概率 R 的置信度至

少为 2+- 1的置信区间上、下限为:

R L = P 2L - P1U (30)

RU = P2U - P1 L (31)

3 � 应用实例

� � 为衡量某型发动机的内弹道性能, 试验采集

了 8条 P�T 样本曲线,在试验平稳段 20~ 85 s内

图 1 � 某型固体发动机内弹道试验 P�T 曲线

F ig. 1� I nter ior ballistics P�T curv e of certain

so lid eng ine
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每隔 0. 5 s 采集一点, 每条样本曲线上有 131个

采集点(如图 1所示) .根据设计要求,现需评估在

该平稳段内 P�T 曲线位于区间[ 6. 5, 7. 7] (单位:

MPa)内的可靠性.

根据文中计算方法, 模型参数的估计结果如

表 1所示.

表 1 � 模型参数估计结果

Table 1 � Estimation result of model parameters

模型参数 估计值

�/MPa

!

#2∀/ 10
- 3MPa2

#2�/ MPa2

6. 969

0. 994

0. 161

0. 013 5

将表 1 参数计算结果带入公式 (21)即得该

P�T 曲线位于区间[ 6. 5, 7. 7] (单位:MPa)中可靠

度的点估计为:

R̂ = Pr 6. 5 ( p ( tj i ) ( 7. 7 =

∗ 6. 5- 6. 969
0. 116

- ∗ 7. 7- 6. 969
0. 116

= 0. 999 97

� � 当 += 0. 7 时, 由公式( 28) ~ (31)计算可得

P�T 曲线位于区间[ 6. 5, 7. 7] (单位:MPa)内可靠

度的下限至少为:

R L # ∗( uP
L
) p= 7. 7 - ∗( uP

U
) p = 6. 5 = 0. 999 5

4 � 结 � 论

� � (1) 提出了一种用于固体火箭发动机内弹道

P�T 曲线可靠性评估的多样本时间序列方法. 通

过确定其在时间尺度上的纵向变化关系以及空间

尺度上的横向随机特性,建立了固体火箭发动机

内弹道性能的动态时序模型.

(2) 与现行方法相比,该方法能够综合利用

单条性能曲线数据内的纵向信息和多条性能曲线

数据间的横向信息, 实现 P�T 曲线可靠性的高精
度评估.

(3) 本文方法除适用于 P�T 曲线外,还可应

用于固体火箭发动机其它内弹道特性曲线的建模

与可靠性评估. 当特性曲线中存在解释变量时,可

结合文献[ 10]方法进行分析.

(4) 还可通过综合利用相似产品科研试验数

据中的共性信息, 在保障评估精度不变的前提下

合理减少内弹道性能试验的次数. 为固体火箭发

动机的设计定型提供经济实用的科学依据.

参考文献:

[ 1] � Turn er M J L. Rock et and spacecraf t propulsion: principles ,

practice, and new developmen t[ M ] . Berlin: S pringer, 2000.

[2] � 甘楚雄,刘冀湘.弹道导弹与运载火箭总体设计[ M ] . 北京:

国防工业出版社, 1996.

GAN Chuxiong, LIU Jixiang. T he concept design of ballist ic

m issile and carrier rocket [ M ] . Beijing: National Defense In�

dus tr y Press, 1996.

[3] � 武晓松,陈军,王栋,等.固体火箭发动机工作过程数值仿真

[ M ] .北京:高等教育出版社, 2006.

WU Xiaosong, CHEN Jun , WANG Dong, et al . Numerical

s imulat ions of w orking prog ress of solid rock et engine[ M ] .

Beijing: H igher Edu cat ion Pres s, 2006.

[ 4] � 方国尧,张鸿涛. 固体火箭发动机系统可靠性分析与设计

[ M ] .北京:宇航出版社, 1992.

FANG Huoyao, ZHANG Hongtao. Reliabilit y analysis an d

design for solid rock et m otor [ M ] . Beijing: Ast ronaut ics

Pub lishin g H ouse, 1992.

[ 5] � 马小兵,傅惠民.非等间距相关系数平稳序列分析方法[ J ] .

航空动力学报, 2003, 18( 4) : 470�476.

M A Xiaobin g, FU Huim in. Analysi s meth od for correlat ion

coef ficient stationary series w ith unequ ally spaced data[ J ] .

Journal of Aerospace Pow er, 2003, 18( 4) : 470�476.

[6] � 杨叔子,吴雅.时间序列分析的工程应用[ M ] .武汉:华中理

工大学出版社, 1991.

YANG Shuzi, WU Ya. T ime series analysi s and it's appl ica�

t ion [ M ] . Wuhan: Hu azh on g University of Science an d

T echnology Pres s, 1991.

[ 7] � MA Xiaobing , FU H uim in . Meth od of unequal ly spaced

CCAR ( 2 ) series with double root s for pressur e� tim e t race

analysi s[ A] . T heory and Pract ice of Energ et ic Materials

) : Pr oceedings of 2005 Internat ional Autum n S eminar on

Propellants, Explosives and Pyr otechnics [ C ] . Science

Press, 2005: 1085�1090.

[ 8] � 傅惠民. 正态分布百分位值和百分率的置信限和容忍限公

式[ J] .航空学报, 1994, 15( 1) : 94�101.

FU H uimin. Formulas for tolerance limit s and conf idence limit s

of normal population percentiles and percentages [ J ] . Acta

Aeronautica et Ast ronaut ica Sinica, 1994, 15( 1) : 94�101.

[ 9] � 高镇同.疲劳应用统计学[ M] .北京:国防工业出版社, 1986.

GAO Zhentong. Fat igue appl ied s tat ist ics [ M ] . Beijing: Na�

t ional Defense Indus t ry Press, 1986.

[ 10] � 马小兵,傅惠民. 异方差回归 � 时序模型[ J] . 机械强度,

2006, 28( 1) : 51�54.

M A Xiaobing, FU Huim in. H eteroscedast ic m odel of re�

gression�t ime series [ J ] . Journal of Mechanical St ren gth ,

2006, 28( 1) : 51�54.

453


